2022-2023 TD13 — Analyse asymptotique MPSI

Relations de comparaison pour les suites

Exercice 1 : Trouver un équivalent simple des suites définies par :

l.u,=vn+2—-—+vn+1 3.wn:e%—e%+1
1
2. vn=1n(n+1)—ln(n) 4. Zn = 1+m—1

. 1 2
Exercice 2 : Donner un équivalent de u, = (n* 4+ 3n — 1) <2n - + ﬁ) (e —n*)(In(n) + 1).

Exercice 3 : Soit (uy)nen une suite définie par ug > 0 et Vn € N u, 11 = 1 +" .
UTL
- 1
En considérant v,, = —, montrer que u,, ~ —.
n
n
Exercice 4 : Comparer a I'aide du symbole o les trois suites définies par :
2
Uy = n(lnn) Cov, = (nZ)lnn DW= (lnn)nlnn.

Exercice 5 :

1. Soit (u,)nen une suite a valeurs dans |—1, +o00[, non nulle & partir d’'un certain rang, telle que (u,,) converge
vers 0. Montrer que In(1 + wy,) ~ .

2
2. Déterminer un équivalent de In (1 + 5 i )
n®+1

3. Soit a € R*. A l'aide d’un équivalent, déterminer la limite de (1 + g) .
n

Relations de comparaison pour les fonctions

2?2 —In(x) + 3%
R VA

Exercice 6 : Déterminer un équivalent au voisinage de +oo de

(1 —-e*)sinx

Exercice 7 : Donner un équivalent en 0 de
r? 4 a3

et de In(cos(x)).

. A oo . . .zl . ine
Exercice 8 : A laide d’équivalents, déterminer lim et lim (1 + tanz)'/ ",
z—0 2T — 1 z—0

Développements limités

Exercice 9 : Donner les DLy, DLy, DLjg et DLggoz en 0 de f(z) = 2°® + 222 + 5210 4+ 23,

Exercice 10 : Déterminer les développements limités suivants :

(a) DLz en 0 de ch(x), (i) DLs en 0 de cos(x)In(1 + z), (r) DLj en 0 de cos® x,
(b) DLg en 0 de sh(x), (j) DLg en 0 de (1 —ch(z))sin(x), (s) DLs5 en 0 de Arctan(z),
(c) DLy en 0 de Sir;x, (k) DL4 en 0 de e ml_’_ = (t) DLs en 0 de Arccos(z).
1 - (u) DL4 en 0 de V/1 + cosz,

(d) DLs en 0 de /1 + 2z + T (1) DLj en 1 de tan(x), (v) DLy en 0 de In(1 + sin ),
() DLgen 0 de ;15 (m) Pl en 0 de thie), (w) DLz en 0 de eV,

T (n) DLy en 0 de g (x) DL4 en 0 de sin(x - z?),
(f) DL3 en 0 de ef, (0) DLg en 0 de /1 + 22 In(1 +2%), (y) DLy en 0 de cos(ﬂc)sm(z)a
(g) DLj5 en g de cosz, (p) DL3 en 0 de In(1 + sin(x)), (z) DLj en 0 de /OI et dt.
(h) DL3 en 0 de e” Arctan z, (@) DLy en 0 de In(cos()),
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Exercice 11 : Soit a € R. Jusqu’a quel ordre la fonction 2 admet-elle un développement limité en 0?7

. 1
Exercice 12 : La fonction m admet-elle un DLy en 07 un DL3 en 07 un DL4 en 07
T

Exercice 13 : En posant y = x — 2, déterminer les DL, en 2 des fonctions e, (1 + 2)® et In(1 + z).

Applications des développements limités

eémes

Exercice 14 : Déterminer les dérivées n en 0 de la fonction Arcsin.

Exercice 15 : Déterminer la limite en 0 de

1 1 o — z - tanz — Arcsinz
@ hara @ SRISVE @ = ¢ (@) & ,
z  In(l1+x) sin /z — \/z sinx — Arctan z
b) <1+x>i @ 1 1 2 Vitae -Vt

2 f) 5———F
2 cotan”z, ® 22 1—cos2x’ (b) In(1+x)

In(1 +z) — tanz + £ sin®

2

Exercice 16 : Déterminer la limite en 0 de -
3z2sin“ x

V2 +1
xr—1
1. Donner un équivalent simple de f en 0 et en déduire son signe au voisinage de 0 et la pente de sa tangente.

Exercice 17 : Soit f la fonction définie sur R\ {1} par f(z) =

2. Donner un équivalent simple de f en 1.
3. Donner un équivalent simple de f en +o0o. En déduire la limite de f en +o0.

4. Montrer que la courbe représentative de f admet une asymptote oblique en 400 et préciser leurs positions
relatives.

Exercice 18 : Donner la tangente et la position par rapport & la tangente en zy des fonctions suivantes. Y
a-t-il un extremum local en xq ?

(a) 1_& +§ en xp =0, (d) z+2vVx—V3+z en x9=1,
e.’E
2+ + 222 Inx z 1 _
(b)wen 170:0, (e) $—1+§_§en Zo = 1,
_ 3
(c) 3n(1 +$)3 In(1 +2°) n zy =0, (f) =% en zy >0 pour «a€R.
€
4
Exercice 19 : Déterminer 'asymptote oblique a la courbe Cy représentative de f : x — 1172 en oo,
T

ainsi que leurs positions relatives.

Exercice 20 : Donner une asymptote en +oco et la position par rapport a 'asymptote de

2

(a) x(2+ $)€%7 (b) (= +2*+x+1)3, (c¢) In(e™ —e® —1).

ET

W=

Exercice 21 : On considére I'équation e™** = x d’inconnue z € R, avec un parameétre € > 0.
(a) Montrer que pour tout € > 0 il existe une unique solution x. dans R..
(b) Montrer que x. < 1. En déduire que lirr(l) ze = 1.

e—

(¢) Par ce qui précede, montrer que x. = e~ % 4 o(¢). En déduire un DL; de z. quand £ — 0.
E—r
2

(d) Par la méme méthode, montrer que z. =1 — ¢ + > + o(?).

L’exercice 22 remanié est en page 3
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Dans exercice 22, exceptionnellement on notera u, ——— ¢ au lieu de u, — £ pour aider a la compréhension.
n——+o0o

Exercice 22 : Pour tout n € N, on considere I'équation = 4 Inx = n d’inconnue x € R .
(a) Montrer que la fonction f :z +— x +Inx est une bijection de R’ dans R.

(b) En déduire que pour tout n, il existe une unique solution notée x,,. On a donc une "relation fondamentale" :

‘xn—l—lnxn:n‘

(¢) Montrer que (x,) est croissante, puis montrer que hrf Ty = F00.
n—-+oo
(d) Avec une composition, montrer que Inz,, = o(z,). En déduire que z,, ~ n.
n—-+oo n—-+oo
(e) Justifier que z,, ot o(n).
(f) En déduire que z, = n—Inn+o(1). Indication : utiliser la question précédente et la relation fondamentale.
n—+00

1 1
(g) En déduire que z,, = n—Inn+ 2 +o0 (ﬂ) Indication : utiliser la question précédente et la relation
n——+00o n n

fondamentale.



